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RESUME

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a |’ étude de la dynamique chaotique des particules accélérées dans un paquet
d'ondes électromagnétiques en utilisant les simulations numériques du mapping standard relativiste. |l est démontré que la
diffusion est en général moins effective que celle associé au cas non relativiste. Le mapping standard est une famille a deux
paramétres (K, S = al«xc), caractérisant les systémes dynamiques. Elle se réduit au mapping standard (d'un seul parametre K)
quand S—0 (i.e. @ <<kc limite classique). Pour S = 0 I'augmentation de la masse relativiste supprime I'unicité de la
stochasticité [4]. Dans notre travail nous avons aussi présenté par nos simulations les régimes de transition vers la stochasticité
globale.

ABSTRACT

In this work, we have interested to a chaotic dynamic of particle acceleration in the electric field of an electrostatic wave
packet, by using numerical simulation of the relativistic standard map. It is shown that the diffusion isin general less affective
than that for non relativistic particles. The relativistic standard map is a two-parameter (K, S = @/xc), family of dynamical
system reduced to the standard when -0 (ie w <<kt classical limit), for g = 0 the relativistic mass increases suppresses the
onest of stochasticity [4]. in our work we present a contribution to a numerical simulation of the transition regimes to a global
stochasticity
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1. INTRODUCTION: d'étudier la diffusion stochastique en utilisant la technique
de fourrier [1]. Nous présentons, dans le troisiéme
Dans notre travail, nous avons utilisé une généralisation du paragraphe, les résultats numériques par I'étude des
mapping standard [3]. Cette généralisation est basée sur des caractéristiques du mouvement des particules en mettant en
problémes de la physique des plasmas, servant ainsi comme relief la transition & la stochasticité globale (étude de la
champ d'étude. Mais en outre, une interprétation diffusion). Nous avons élaboré une méthode numérique
mécani que sera donnée. basée sur le mapping pour détecter le passage d'une
o trgjectoire de I'état piégé a I'éat stochastique. Cette
Nous nous sommes ensuite interesses a |"€tude de I effet méhode nous a permis de retrouver la constante de
relativiste sur les propriétés de I accélération des particules chiricov [6,7,8].
ains quaux aspects qualitatifs de la diffusion qui ) ] . L
apparaissent en appliquant la généralisation du mapping La compréhension des phénomenes de stabilité et de
standard. diffusion des mouvements non linéaires des particules
) ) ) chargées et accélérées par un champ électromagnétique a
Dans ce ftravail, nous présentons dans, le premier été avancée et mise en exergue par des études du mapping
paragraphe le mouvement relativiste d'un électron sous standard, avec un seul paramétre K. Le mapping standard
I'effet d'un champ électrique E, et dans le deuxieme sapplique & une large classe de problémes incluant le
paragraphe nous exposons le mapping standard afin confinement des particules dans les appareils & fusion
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magnétique [3,4].

2. DYNAMIQUE NON LINEAIRE DU
MAPPING STANDARD RELATIVISTE
(MSR)

Considérons un pagquet donde reldtiviste ayant une

amplitude constante Eo, x étant un nombre d ondes donné
et un spectreinfini de fréquences harmoniques @ .

Le paguet d' ondes est décrit comme suit [3,4,5,]:

E(xt)= B3 sin(xx-not) @

Le mouvement relativiste d'un éectron de masse au repos
m, €t de charge électrique —, constante sous I’ effet d'un
champ électrique, est déterminé par |’ hamiltonien suivant :

H(x,t):(p2c2+m§c2)%—e¢(x,t) 2

ou @d(xt) est le potentiel électrique, ¢ est la vitesse de la
lumiere, p est la quantité de mouvement relativiste.

Naot) ©)

En faisant appel aux équations d’ hamilton jacobi [4], nous
pouvons écrire les relations suivantes :

dx_H_  PC @
a P (p2c2+Mgct)?

dpo_ H__ _

E 7',3( eEoZSh(kX na)t) (5)
3 ol =2Z ¥ 5t -2 g

an(kx no)=22 5 5t-2M)sinte) (9

Dans I’ étude de ce type de probléme, il est plus commode
de normaliser les variables de I’ espace de phase x, p et le
temps t, en introduisant les variables adimensionnelles
suivantes :

X=Kyxp=

K 7=
> rTba)p'T ot @

Ainsi, les équations du mouvement hamiltonien (5) et (6) se
réduisent a une description analytique de surface de section
de Poincaré (Map) dans le plan (X, P) obtenu sur les
impulsions données en (6).

3. MAPPING STANDARD RELATIVISTE
(MSR)

Dans ce paragraphe, nous allons montrer comment nous
pouvons remplacer les éguations du mouvement par un

mapping [4].
La représentation de Poincaré dans le plan X =0 mod[2r] se
réduit au mapping suivant al’instant T, = 27zaw.

Pour étudier I'évolution du systéme dans le plan de phase
(P, X), nous avons simulé les équations du mouvement sous
forme du mapping standard généralisé de type suivant:

Pre1 = Pn +F(X0) 8
Xn+1 = Xn + G(Pn+l) (9)
Lesfonctions F et G sont telles que:
K .
F(X) =-—sin (27 x) (10)
2
P
GP) = —— (11
( ) (1+ b2 PZ)]JZ
Les paramétresK et /3 sont donnés par :
— Amoeboc _ @
K= —— ,B (12)

Le mapping a deux dimensions défini par les équations (8)
a (11) se réduit au mapping standard classique (non
relativiste ou newtonien) dans la limite béta tendant vers
zéro.

4. SIMULATIONSNUMERIQUES

Dans le but d'éudier I'évolution de la stochasticité des
trgjectoires des particules accélérées dans un paguet
d’ ondes électromagnétiques, nous avons représenté dans le
plan (P,X) les résultats des simulations sur les figures 1, 2,
3, 4 et 5. Ces courbes sont celles de KAM [1] qui évoluent
en fonction du paramétre relativiste g. Toutes les figures
correspondent a la simulation du mapping standard pour
une valeur de K supérieure a Ke ol K = 0,97 est la

constante de Chirikov. Sur ces figures, nous relevons a la
fois I'existence de trajectoires régulieres et stochastiques,
alors que le nombre de trajectoires stochastiques diminue
au fur et a mesure que I'on s’ éloigne du cas classique. Par
contre, sur les figures 4 et 5, nous avons simulé les
équations avec des valeurs de f supérieures a I'unité et la
majorité des trajectoires deviennent alors piégées.
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Figure 1. Orbites des particules dans le mapping standard
relativiste pour un parametre de stochasticité K = 1.3
et un parametre relativiste g=0.0r.
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Figure 2 : Orbites des particules dans le mapping standard
relativiste pour un paramétre de stochasticité K = 1.3
et un paramétre relativiste g =0.04r.
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Figure 3 : Orbites des particules dans le mapping standard
relativiste pour un paramétre de stochasticité K = 1.3

et un paramétre relativiste #=0.2x
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Figure 4 : Orbites des particules dans le mapping standard
relativiste pour un parametre de stochasticité K = 1.3
et un paramétre relativiste ==z
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Figure 5 : Orbites des particules dans le mapping standard
relativiste pour un parametre de stochasticité K = 1.3
et un parametre relativiste g = 10r.
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Figure 6 : Diffusion des particules dans le mapping standard

relativiste pour un paramétre de stochasticité K = 1.3
et quatres valeur de g. Pour #=0.00, on a la limite vers
le mapping classique et dans ce cas la diffusion suit
I’evolution de la diffusion quasilineaire (Dq~K2).
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5. TRANSITION A LA STOCHASTICITE
GLOBALE

Dans cette partie de notre étude, nous présentons une
méthode qui nous permettra de déterminer les tragjectoires
stochastiques et piégées. Or, nous savons que si lavaleur de
K augmente en s approchant de la valeur critique Kc dite
limite de chirikov [2], les surfaces de KAM sont détruites a
cause de la stochagticité. Les régions dites "thin regions”,
prés des surfaces séparatrices, sont alors les premiéres a
devenir stochastiques. Nous constatons que lorsgue la
particule baigne dans un paquet d’ondes ultra-relativistes,
les trgjectoires de KAM demeurent réguliéres méme si I'on
se rapprochait de la limite de Chirikov. Nous dirons ainsi
que I'effet ultrarelativiste éimine la stochasticité ou a la
rigueur la limite. Or, s la valeur de K continue a
augmenter, les surfaces réguliéres sont progressivement
détruites et la stochasticité globale est alors atteinte. La
transition de la stochasticité partielle a la stochasticité
globale prend naissance lorsque la derniére courbe de KAM
se détruit [2,5].

Nous proposons une méthode pour la détection du seuil de
la destruction des courbes, en employant une technique
d' analyse informatique qui consiste a suivre la trgjectoire
point par point lors de son mouvement sous I'effet d'un
pagquet d’ ondes é ectromagnétiques. Si pour un point donné
A(X,, Py de latrgjectoire R, nous localisons un autre point
B(Xp, Py) sur la méme trajectoire R, le point B quitte cette
trajectoire R et reste dans un voisinage X(A,c) centré en A
et derayon c.

Si le module de AB est nul quand P, tend vers Py, nous
dirons dans ce cas que la trgjectoire est piégée, répondant a
la condition de piégeage :

lim 0 |AB|=0 (12)

S toutes les trgectoires satisfont la relation (12), la
stochasticité est alors globale. Lors de nos investigations,
nous avons calculé, pour chague paire de points de méme
courbe, les différences r = PP, et X;-Xp. La condition (12)
est testée pour un nombre N de particules obtenu apres ng
itérations. Le calcul a été fait sur un HP9000 et pour N=100
et ng= 5000. Plus N est grand et plus la precision est

meilleure.

Par ailleurs, le phénoméne de diffusion a lieu lorsque les
trgjectoires des particules sont en majorité stochastiques.
Pour le mapping standard, cette condition est satisfaite pour
K>Kc. Par contre, en ce concerne le mapping standard

relativiste, les particules ne sont pas en mgjorité
stochastiques méme pour des valeurs de K supérieures a la
limite classique de Chirikov. Par conséguent, ceci nous
amene a distinguer entre la limite classique dite de chiricov
qui définit le seuil au dela duquel les tragjectoires sont en
majorité stochastiques. En appliquant ce résultat au
mapping standard, nous avons retrouvé la constante de

Chirikov K a partir de la courbe représentée par la
figure.7.

Pour étudier la transition, nous considérons un nombre de
particules égal a 100. La trajectoire est piégée s le
pourcentage des lignes stochastiques est inférieur a 100 et
elle est stochastique pour un pourcentage des lignes égal a
100.

Il est démontré que dans le mapping standard, la vitesse de
la lumiére a pour effet de limiter la teneur d'avance dans
I’espace de phase et elle introduit des surfaces de KAM
persistant dans les régions ou la quantité de mouvement de
lumiere est importante. Or, cet effet relativiste est di a
I’ équation de I accélération de lorentz qui tient compte de
la vitesse de la lumiére en introduisant un parametre
supplémentaire (f=w/xc). C'est ce paramétre qui contrble
la force de non linéarité dans la phase (progression dans
I’équation du mapping). Cette non linéarité de la
progression de la phase dans le régime relativiste, induit
gque le grand temps dynamique est fondamentalement
différent de celui du mapping standard classique ou
Newtonien.

I
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Figure 7 : Nous représentons le pourcentage des particules

piégées et stochastiques en fonction de paramétre de
stokasticité K.

Nous décrivons ensuite les propriétés fondamentales du
mapping standard relativiste a deux paramétres (K,p) et
nous illustrons les caractéristiques de mouvement des
particules sous forme de tragjectoires dans I’ espace de phase.

Afin de détecter les traits caractéristiques de la dynamique
déterminée par le (MSR), nous avons analysé les résultats
numériques observés du mouvement des particules dans
I’ espace de phase. Par ailleurs, depuis qu'il a été démontré
gue la mapping standard classique (5 =0) met en relief la
stochagticité globale au dela de la limite de Chirikov
K=K=0.97, nous choisissons K = 1.3 comme valeur de ce
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paramétre.

Sur les figures 1, 2 et 3, nous montrons, pour 1000
itérations, des orbites de 50 particules qui sont initialement
uniformément distribuées sur I'intervalle -0.5< X <0.5, avec
P = 0. Nous constatons une dimunition de la diffusion au
fur et a mesure que B augmente. Nous dirons alors que
I'effet relativiste supprime radicalement la diffusion pour
des valeurs importantes de S et ceci a été véifié sur la
figure 6. Le procédé consiste a calculer la diffusion en
fonction de k pour quatres valeurs de beta. En effet, et
comme nous pouvons |'observer sur les figures 4 et 5, dés
que la valeur de S dépasse I'unité, I'effet relativiste est
prédominant et le mapping standard définit diverses
particules dynamiques d’ une maniéere qualitative. Pour une
valeur large de g (effet ultrarelativiste), il y a expansion de
la plus haute surface de KAM dans larégion correspondant
aux grandes valeurs de P. De méme, nous constatons une
prédominance des Tlots structurés et cohérents dans le
voisinage de cette région. Il est particulierement délicat de
compter lesilots de 20 périodes, et encore d’ avantage en ce
qui concerne ceux correspondant aux 50 périodes de la
figure (5). Afin de mettre en évidence la stochasticité, nous
avons représenté la figure 7 qui montre la variation de
nombre de particules en fonction de K. Nous constatons
gue |'état des particules se concrétise par le biais de trois
domaines : un état régulier ou il y a piégeage des particules
pour des valeurs de K<1 , un deuxiéme état intermédiaire
ou les particules se trouvent en stochasticité partielle, et
enfin un troisiéme état ou nous observons un état de
stochasticité globale pour des valeurs de K |égérement
Supérieures.

CONCLUSION

Nous avons étudié la dynamique non linéaire des particules
accélérées a I'aide du mapping standard relativiste et nous
avons montré que les effets relativistes annulent le
mouvement stochastique des particules. Nous avons établi
ainsi qu’'en dynamique relativiste il n'y a pas de diffusion
globale. Aussi, quand le mouvement relativiste est
chaotique, il est entouré par le mouvement régulier. En
retournant de nouveau au régime super relativiste, nous
avons constaté I’ opportunité de I'interchangeabilité de la
stabilité des orbites périodiques autour des points fixes a
I'origine avec les variations relativistes du paramétre
d'avance de phase . Le caractére de I'interaction entre les
particules et le paguet d’ ondes du champ électrique differe

qualitativement de la dynamique des particules non
relativistes.

S agissant du cas non résonant, oul les vitesses de phase des
ondes dans le paquet différent significativement de la
vitesse de la lumiére, |’énergie de la particule accélérera
une limite. Cette situation est assez différente si la vitesse
de phase d’ une des ondes est limitrophe de la vitesse de la
lumiére. Dans ce cas, la voie pour une accélération illimitée
de particule est stochastique est ouverte et il y a une
anadogie avec le cas de linteraction des particules
relativistes avec des ondes électromagnétiques se
propageant a travers un champ magnétique donné.

Dans |'étude de la diffusion des particules, nous avons
effectué une étude numérique pour mettre en évidence
comment |'effet relativiste supprime la stochasticité des
particules. Nous avons obtenu d'intéressants résultats que
nous avons représentés sur la figure 6 et qui sont en bon
accord avec ceux présentés dans lalittérature [4].

Il a été remarquable de constater que S ne contient ni la
charge e, ni le champ E,, ni méme la masse au repos de la
particule.

Or ces quantités jouent un role fondamenta dans le
caractére plus au moins relativiste du mouvement. En fait
S ne dépend que des fréquences spatiale et temporelle du
champ.

Quel serait aors le paramétre décrivant le caractére
relativiste du mouvement ? Pour répondre a cette question,
il est nécessaire de calculer la quantité eEy mkC? Il est
bien entendu que ce paramétre de relativité peut étre déduit
de K et A2 et correspond en fait a K(f27)*. Nous
pouvons donc remarquer que lorsque que K est faible,
I effet relativiste ne se manifeste que pour de trés grandes
valeurs de S. Par contre, lorsque K est trés grand, le seuil g
indiquant I'influence du caractére relativiste du
mouvement, est considérablement réduit. Ceci correspond a
la disparition ou a I'affaiblissement de chaos pour des
valeurs importantes de K et des valeurs de ginférieures &
I’unité. Le caractere stabilisateur, lié alarelativité, peut étre
éventuellement confirmé.

Enfin, le traitement numérique par la méthode Splitting du
probleme lié au mouvement dans le champ statique E, sur
kx , suppose apT petit; T est le pas de temps et oy est la
fréguence d' oscillations. Ceci équivaut aux valeurs faibles
de K, et nous pouvons écrire f— « s T — 0. Celaindique
gu'un chaos numérique peut résulter de I'utilisation de
temps grands, mais le probléme n'est cependant pas pour
autant relativiste.
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