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Résumé  
 L'objet de cet article est l'étude du comportement local d'une cubique dans le halo d'un point  

régulier ou singulier. Pour cela, on utilisera le fait que tout point limité de 2IR admet un 
développement fini (décomposition de Goze). 

Ceci nous permettra d'étudier la géométrie tangentielle en ce point et le comportement analytique 
de la cubique autour de ce même point en donnant un paramétrage dans une direction tangentielle. 

Cette approche est faite dans le cadre des ensembles internes  (Analyse  Non  Standard). 
Mots clés: Cubiques, décomposition de Goze, courbure, points singuliers, 
développement en ε-ombres ,  développement de Puiseux. 
Code AMS: 26 E 35, 14 H 05, 14 H 20. 
 

Abstract  
   The aim of this article is the study of the local behaviour  of a cubics in the halo of a regular or 
singular point. For this, we use the Goze decomposition of a limited point. 
   This allows us to study the tangential geometry at this point, the analytic behaviour of a cubic 
around  this same point with an asymptotic development in each tangential direction . 
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This approach is done in the case of  the internal set theory. 

Key words: Cubics, Goze decomposition, curvature, singular points, ε-shadow 
development, Puiseux development. 
 
 
 
 
 
 

Soit (C) une cubique standard dont l'équatio
repère, s'écrit:  
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Soit ( )0halM∈ ,  il existe une base standard  o
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et deux  infinitésimaux  21 εε ,  tels que :   
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Si on suppose que M est un point de la 

0=)M(f  donne par passage à l'ombre : a 07 =α
 ملخص

هѧدف هѧذا المقѧال هѧو دراسѧة السѧلوك المحلي في
جѧѧوار نقطѧѧة نظامѧѧية أو شѧѧاذة، مѧѧن أجѧѧل هѧѧذا نسѧѧتعمل

 تملѧѧѧك نشѧѧѧرافكѧѧѧرة أن آѧѧѧل نقطѧѧѧة محѧѧѧدودة مѧѧѧن 
 :هذا يسمح لنا بدراسة) تفكيك قوز(محدودا 

 . الهندسة المماسية عند هذه النقطة-
 السѧѧلوك التحليلѧѧي للتكاعѧѧب حѧѧول نفѧѧس الѧѧنقطة وهѧѧذا-

 .بإعطاء توسيط في اتجاه مماسي
 منحѧنى جѧبري مѧن الدرجة الثالثة،:مفاتѧيح الكلمѧات   

،ظѧل -ε، تقѧوس، الѧنقاط الشѧذة، نشѧر      Goze تفكѧيك 
 . Puiseuxنشر 

2IR
1er cas: 07 ≠a  

    L'origine est un point régulier, on a 0=α , o

tangent à l'origine à la cubique, le vecteur 

standard on se donne . 
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Ce qui nous donne la décomposition infinitésimal
. HANNACHI
aboratoire de Recherche  
e Mathématiques  (L.R.M.) 
aculté des sciences  
niversité Ferhat Abbas 
étif, 19000, Algérie 
n, après changement de 
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cubique , l'équation ( )C
 

n peut choisir pour V , 

et pour compléter la base 
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e suivante: 
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Proposition 1: Si , la courbure à l'origine est 
donnée par:  
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Démonstration: En utilisant la décomposition de M, 
l'équation se réduit à:  ( ) 0=Mf
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En divisant par ε , on obtient: 1
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Par passage à l'ombre, on a alors:  
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Proposition 2: Si ,  la cubique (C) admet la 
paramétrisation suivante:  
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Démonstration: (2) peut s'écrire comme suit: 

0
7

5
12 ≅ε








ε+−ε=ε ','

a
a

 

En reportant cette valeur de 2ε dans l'équation (1), on a: 
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En divisant par ε  et par passage à l'ombre , on a donc: 1
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Le point M va s'écrire comme suit: 
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ce qui donne par itération de ce procédé typiquement non 
standard et par permanence un paramétrage de la courbe 
(C). 
 
Remarque: on retrouve ici le développement de Puiseux et 
ses paires caractéristiques. 

2ème cas: 07 =a   
L'origine est un point singulier, la cubique (C) est 

singulière. L'équation ( ) 0=Mf  donne par passage à 
l'ombre:     
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Le  résultat va dépendre du discriminant: .  aaa 54
2
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i) 0<∆ : Le cône des tangentes à l'origine est vide, l'origine 
est un point isolé de la cubique. 

 
ii) 0=∆ : On a un unique vecteur dans le cône des 
tangentes, on a alors ainsi les cubiques à point double 
appelées communément cubiques nodales. 
 
Proposition 3: Si 0=∆ , la courbe (C) est une cubique 
singulière, elle admet alors une paramétrisation rationnelle 
et l'origine est un point de rebroussement de première 
espèce, caractérisé par la courbure généralisée suivante:  
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Démonstration:  Si 0=∆ , après changement de repère, 
l'équation de la cubique peut s'écrire comme suit: 
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avec 41 αα ,  non nuls, sinon la cubique serait dégénérée. 

On obtient comme précédemment:  
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L'équation ( ) 0=Mf  se réduit à:  
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(3) 

 
Les coordonnées du point s'écrivent alors comme suit: 
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Par permanence, on obtient une paramétrisation 
rationnelle de la cubique: 
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Ainsi, l'origine est un point de rebroussement de 
première espèce. 

En reprenant l'équation (3), et en divisant par 1ε , on a:  
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Le passage à l'ombre donne: 
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ce qui donne aisément la courbure généralisée donnée dans 
la proposition. 
 
iii)    0>∆
Proposition 4:  Si  et 07 =a 0>∆ , la cubique admet deux 
branches tangentes à l'origine régulières, rationnelles.  
 
Démonstration: Le cône des tangentes à l'origine contient 
deux vecteurs, après changement de repère, l'équation de la 
cubique peut s 'écrire comme suit:  
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Soit ( )0halM∈ , avec , on obtient: 22111
→→

εε+ε= VVM
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On a ainsi les vecteurs tangents à l'origine suivants: 









β−

β

β+β
=








=

→→

4

5
2
5

2
4

11
1

1
0

'V,V  

et par commodité on va restreindre l'étude à la direction 
tangentielle verticale. 

Dans cette direction, on a  .M 
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De l'équation , on déduit:  ( ) 0=Mf
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Par passage à l'ombre, on obtient: 
5

1

1

2
0

β
β

−=







ε
ε

 

Ce qui nous permet de conclure que la première branche 
de la cubique est régulière et sa courbure à l'origine est 

égale à: 
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De l'équation (4), on a:  
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On a donc les coordonnées de M:  





















β+εβ+εβ+εβ

εβ+εβ
−

β+εβ+εβ+εβ

εβ+εβ
−

=

123
2
22

3
20

25
2
24

123
2
22

3
20

2
25

3
24

M  

Ce qui donne en utilisant le principe de Cauchy, une 
paramétrisation rationnelle de la première branche de la 
cubique: 
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    En utilisant la même technique non standard, on peut 
voir aisément que la deuxième branche est aussi régulière, 
admettant une paramétrisation rationnelle; ce qui nous 
permet de dire qu'on a un éclatement de la singularité, la  
singularité à l'origine est seulement  apparente. 
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