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Résumé
L'objet de cet article est 1'étude du comportement local d'une cubique dans le halo d'un point

régulier ou singulier. Pour cela, on utilisera le fait que tout point limité de IR? admet un
développement fini (décomposition de Goze).
Ceci nous permettra d'étudier la géométrie tangentielle en ce point et le comportement analytique
de la cubique autour de ce méme point en donnant un paramétrage dans une direction tangentielle.
Cette approche est faite dans le cadre des ensembles internes (Analyse Non Standard).

Mots clés: Cubiques, décomposition de Goze, courbure, points singuliers,

développement en e-ombres, développement de Puiseux.
Code AMS: 26 E 35, 14 H 05, 14 H 20.

Abstract

The aim of this article is the study of the local behaviour of a cubics in the halo of a regular or
singular point. For this, we use the Goze decomposition of a limited point.
This allows us to study the tangential geometry at this point, the analytic behaviour of a cubic
around this same point with an asymptotic development in each tangential direction .
This approach is done in the case of the internal set theory.

Key words: Cubics, Goze decomposition, curvature, singular points, s-shadow
development, Puiseux development.
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Soit (C) une cubique standard dont I'équation, aprés changement de

repere, s'écrit:

f(xy)= a0x3 +a1y3 +a2x2y+a3xy2 +a4x2 +515y2 +agxy+a;x=0

Soit M e hal(0), il existe une base standard orthonormée:
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et deux infinitésimaux €, €, tels que:
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Puiseux »%  Ce qui nous donne la décomposition infinitésimale suivante:
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Proposition 1: Si a; #0, la courbure a ['origine est
donnée par:
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Démonstration: En utilisant la décomposition de M,

I'équation (M )= 0 se réduit a:

6108128% + 01812 + 6128128% + 0381282 ( 1 )
+ 04818% +as€) +ag€1€y +agey = 0

En divisant par €;, on obtient:

00818% +aig +arg 8% +ase &)

€
+a4£%+a5+a682+a7—2:0
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Par passage a I'ombre, on a alors:
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Proposition 2: Si a; #0, la cubique (C) admet la

paramétrisation suivante:
a a asa
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x=x(t)=- o+

ay aq as

y=y(t)=t

Démonstration: (2) peut s'écrire comme suit:
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En reportant cette valeur de &, dans I'équation (1), on a:
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En divisant par €; et par passage a I'ombre , on a donc:
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Le point M va s'écrire comme suit:
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ce qui donne par itération de ce procédé typiquement non
standard et par permanence un paramétrage de la courbe

(©).

Remarque: on retrouve ici le développement de Puiseux et
ses paires caractéristiques.

2éme cas: a; =0
L'origine est un point singulier, la cubique (C) est
singuliére. L'équation f (M ):0 donne par passage a
'ombre:
a40c2 +a60c[3+a5B2 =0

Le résultat va dépendre du discriminant: A = a62 —4ayas.

i) A < 0: Le cone des tangentes a l'origine est vide, l'origine
est un point isolé de la cubique.

ii)A=0: On a un unique vecteur dans le cone des
tangentes, on a alors ainsi les cubiques a point double
appelées communément cubiques nodales.

Proposition 3: Si A=0, la courbe (C) est une cubique
singuliere, elle admet alors une parameétrisation rationnelle
et l'origine est un point de rebroussement de premiere
espéce, caractérise par la courbure généralisée suivante:
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Démonstration: Si A=0, aprés changement de repere,
'équation de la cubique peut s'écrire comme suit:

f(x,y)=a0x3 +oc1y3 +0L2x2y+a3xy2 +0L4x2 =0
avec aq, 04 non nuls, sinon la cubique serait dégénérée.

On obtient comme précédemment:

€182
M—_Sl 14 1+8182L 2=
€]

L'équation f (M ) =0 se réduit a:
f(M) = aosle% +og + azsls% + 0138187 + ous% =0 3)

0L48%

= & =— 3 2
A€y + O +0rE7 + 038y

Les coordonnées du point s'écrivent alors comme suit:
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Par permanence, on obtient une paramétrisation
rationnelle de la cubique:
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Ainsi, l'origine est un point de rebroussement de
premiére espéce.

En reprenant I'équation (3), et en divisant par €, on a:
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Le passage a I'ombre donne:
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ce qui donne aisément la courbure généralisée donnée dans
la proposition.

iii) A>0
Proposition 4: Si a7 =0 et A>0, la cubique admet deux
branches tangentes a l'origine régulieres, rationnelles.

Démonstration: Le cone des tangentes a l'origine contient
deux vecteurs, aprés changement de repére, 1'équation de la
cubique peut s 'écrire comme suit:

2 2 2
f(x,y)=Box> + By +Boxy +Bswy? +Bax? +Bsxy =0
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Soit M e hal(0) ,avec M =&, V 1+¢€,e, V 2, on obtient:

Of(M)=B40? +Bsap =0

On a ainsi les vecteurs tangents a l'origine suivants:
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et par commodité on va restreindre 'é¢tude a la direction
tangentielle verticale.
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Dans cette direction, ona M = .
€]
De I'équation f (M ) =0, on déduit:
2 2
F(M)=Poeie3 +Bie; +Baeies +Baeies +PBaes +Pser =0 (4)
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Par passage a l'ombre, on obtient: (8—2J = B
€ Bs

Ce qui nous permet de conclure que la premicre branche
de la cubique est réguliére et sa courbure a l'origine est
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De 1'équation (4), on a:
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On a donc les coordonnées de M:

Baes +Bse

Boes +Bae3 +PB3es + B
Bae3 +Bse,

Boe> +PBags +Bsey + B

Ce qui donne en utilisant le principe de Cauchy, une
paramétrisation rationnelle de la premiére branche de la

cubique:
Bat” +Bst
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En utilisant la méme technique non standard, on peut
voir aisément que la deuxiéme branche est aussi réguliére,
admettant une paramétrisation rationnelle; ce qui nous
permet de dire qu'on a un éclatement de la singularité, la
singularité a l'origine est seulement apparente.
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