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Dans leur article, Idzik et Simonsen [5] ont démontré I’existence de 1’équilibre avec production
pour le modéle Arrow-Debreu avec une infinité dénombrable de périodes (appelé modele
dynamique). Les préférences des consommateurs sont représentées par des fonctions d'utilité
présentant des externalités (V. Leur approche est basée sur la théorie du jeu [1], [2], [3], [4], [6],...

Dans cet article, on étend le résultat [5] a des préférences intransitives (correspondance de
préférences) avec externalités. Nous donnons une démonstration rapide basée sur le théoréme de
point fixe de Gale et Mas-Collel [4].

Mots clés: Modele Arrow-Debreu non durable - Modéele Arrow-Debreu durable -
Quasi-équilibre - Equilibre.

In their publication, Idzik and Semonsen [5] have prooved the existence of equilibrium
production for the Arrow-Debreu model with an infinite countably periods (called dynamic model).
The consumer preferences are represented by utility functions where exhibit externalities. Their
approach is based on the game theory [1], [2], [3], [4], [6]....

In this paper, we extend the result [5] to the intransitive preferences (correspondence of
preferences) with externalities. We gave a rapid proof based on fixed point theorem of Gale and
Mas-Collel [4].

Key words: Non durable model of Arrow-Debreu - durable model of Arrow-
Debreu - Quasi-equilibrium - equilibrium.
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Comme dans [5], pour simplifier, on considére dans notre modele un
seul consommateur et un seul producteur. La généralisation a un nombre
fini de consommateurs et de producteurs ne pose aucune difficulté.
Définissons le modele considéré dans cet article.

Soit 7' ={0,l,....7,...} I'ensemble des dates.

VteT ,le consommateur a un ensemble de consommation X, c R

VteT, le producteur a un ensemble de production Y, R

U‘d‘ Pour chaque période ¢#€ 7T, les préférences du consommateur sont
O 5= 355 )= [5] Simonsen s Idzik O » représentées par une correspondance de préférence P, : Z — X, ou:
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dadie ATV Al ae CpSlgiua)l O Hsdl ((Saaliall teT teT teT
...[6], [5], [4], [3], [2], [1]
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VteT, ‘v’(x,y,p)eZ, Pt(x,y,p)est interprété comme 1’ensemble

Laxie pe & LA () [5] e JLad) 128 3 des ¢éléments préférés a x;, par le consommateur lorsque ses
e ainy Unioe Ul o Jand Zoa j& Jl g2y 3la3%  consommations x, € [] X, , la production y et le prix p sont fixés.

.[4] Mas-Collel s Gale - 4Gl ddagill 4 ,da 1t

- A3y Arrow-Debreu &3 geadial il sial Pour tout reT, désignons respectivement par o,.Z—>R et par
O - G5 4ud - a3l0 Arrow-Debreu Fsai Vi Z —R la fonction revenu du consommateur a la période ¢ et la

fonction valeur de production du producteur a la période ¢.

(M1 a fonction d’utilité du consommateur dépend des consommations des autres consommateurs, de la production et du prix du marché.






Rappelons maintenant le théoréme de Gale et Mas-
Collel généralisé dans Florenzano [4] sur lequel s’appuie
I’existence de 1’équilibre pour le modé¢le:

Théoréme IIL.1: Soit X =[[ X’ le produit d’'un nombre
iel

fini ou dénombrable de sous-ensembles X i, convexes et

compacts d’un espace euclidien de dimension finie. Soit

icl, ¢ X—>X

(I’ensemble de ses valeurs est éventuellement vide) a

valeurs convexes et semi-continue inférieurement (sci).
Alors:

pour  tout une correspondance

IreX ;le(pi(x) ou (pi(;):Q.
Théoréme I11.2: Sous les hypotheses A.1, ..., A.7, E
admet un quasi-équilibre.

Démonstration:
Pour tout ¢eT, considérons les correspondances
(pgo),(psl),(pgz) , définies par:
o :7z P!
(x,3.0) > " (x,7.p)=
1. .
{Qt epP . (% _pt)(st oxX, — 1, OJ’t)> 0}’
oz,
(x,y,p) = Error! Bookmark not defined.
ou z, € [17,.
t'#t
o).z x,

(x,y,p) — Error! Bookmark not defined.
{Bt(x,y,p) Xy eyt(x,y,p);

8,(x,y,p)(\ CoP, (x,y,p) X, €, (x,y,p).

Vérifions que ces correspondances satisfassent aux
conditions du théoréme III.1.

VteT,

(pSO),(pSl),q)Sz) sont irréflexives et a valeurs convexes.

il est facile de voir que les correspondances

VteT, (pgo)
continuité du produit scalaire).

est sci (car elle est a graphe ouvert par

VteT, (pgl) est sci (car elle est a graphe ouvert d’aprés
AT).

Enfin, VteT, gogz) est sci (d’apres la scs y, et de lasci §,
de). D’ou il existe (;;;)EZ tel que:

o yp)-2 okrp)-2 oPyp)-2
c’est-a-dire :
Vg, e P (g —p, S8, oxi—p 09, )<0  (3)
Vz, €Y, v, (;,z,,z’t, ;)S v, (;;;) Zoell ¥y

t'#t
avec:

Vte T,;, €Y, (x,y,p) et P,(x,y,p)r\ 9, (;;;): .

On voit donc que les conditions a) et b) dans II sont
vérifiées. Il reste a montrer la condition a) de II, i.e,
VteT,n, 0y, 29, 0x;. Puisque le modéle E est non
durable et Vie T,_xt € y,(;;;) , on en déduit de (3) la
relation suivante:

Vg, eP: q,(S, ox: — L, oyt)s 0
Cette derniere relation signifie que 8, ox:—p, oy,

appartient au polaire de Rfr etdonc 3, ox; — W, 0;, <0.

IV- EXISTENCE DU QUASI-EQUILIBRE POUR LE
MODELE DURABLE

Théoréme IV.1: Sous les hypothéses du théoreme I11.2, le
modele durable E admet un quasi-équilibre.

Démonstration:

La démonstration est presque la méme que celle du
théoreme 111.2; il suffit de remplacer <p§°) par ¢,:Z—> P
définie par:

(v.7.p)=> 0, (x.v.p)=

t t
{%epﬁﬁh—m{ZSMmr—ZuﬂWJ>0}
r=0

r=0

V- PASSAGE DU QUASI-EQUILIBRE A
L’EQUILIBRE

Pour passer du quasi-équilibre a 1’équilibre dans les
théorémes 1II.2 et IV.1, on fait les hypothéses
supplémentaires suivantes:

A8. VteT,Y(x,y,p)eZ, P(x,y,p) est ouvert dans X, et

convexe;
A.9. Vte T,V(x,y,p)e Z, St(x,y,p)i .

L’hypothése A.8 est une hypothése standard pour passer du
quasi-équilibre a 1’équilibre.

Théoréme V.1: Sous les hypothéses postulées dans les
théoremes II1.2 et IV.1 et les hypotheéses A.8 et A.9, le
modele durable et non durable E admet un équilibre.

Démonstration:
Soit (x, v, p)
théoremes I11.2 et IV.1. Si z, e, (;;;)r\ P[(;;;), ona:

le quasi-équilibre obtenu dans les

x, €9, (;;;): o, + (l —a)z, €3, (;;;) VO<a<l
D’apres A.8, on a:
5.(vy.p)nBlxyp) vo<a<l,

Ce qui contredit la définition de (;;;)

Remarque:



Par troncature du modéle E * (voir, [3], [4]), on peut
supposer dans les théorémes II1.2 et IV.1, X; et Y, sont

convexes et fermés et les ensembles réalisables X, et ¥,
du consommateur et producteur sont compacts:

Xt, = {xt GX[ ; St 0xX; —H; 0); <0, vyt eYt};

Yt’ = {J’t €Y, 8, 0x,—p, 0,50, Vx EXt}

@ C’est le modele E' obtenu a partir de E en interceptant les ensembles de

consommation et de production du modele E par des ensembles compacts.
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