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ABSTRACT

Dans cet article nous présentons une étude détaillée sur une mé-
thode d�identi�cation paramétrique de modèle ARMA (Autorégressive à
moyenne ajusté) dans le cas où la sortie est quanti�ée, nous allons uti-
liser la méthode de maximum de vraisemblance récursive pour estimer
les paramètres de ce modèle (ARMA). Cette méthode est décompose sur
deux partie, l�algorithme d�expectation maximisation qui est connu d�es-
suyer d�un faible taux de convergence. A cette, l�estimation obtenue après
quelques itérations EM peut être utilisé pour initialiser une méthode de
quasi-Newton. La méthode de maximum de vraisemblance est basée sur
la minimisation d�un critère quadratique. La simulation est faite sous le
logiciel MATLAB

c2015 LESI. All right reserved.

1. Introduction

Depuis les années 60, le �ltrage adaptatif a suscité un engouement et un développement
sans précédent. Ce développement du �ltrage adaptatif est né de l�essor du traitement
numérique, de la croissance soutenue de la puissance des processeurs de traitement qui
permettent la mise en �uvre en temps réel, d�algorithmes de plus en plus complexes et
qui vont à des cadences de plus en plus élevées [1].
Suite à cet essor du �ltrage adaptatif, de nombreuses applications telles que : l�identi-

�cation des systèmes [2][3], l�égalisation de canaux , la modélisation des systèmes [4], la
résolution de problème inverse [5] ont vu le jour. Des applications mentionnées plus haut,
certaines comme l�identi�cation des systèmes, sont un problème important dans des do-
maines aussi variés que : le traitement numérique du signal [6], le contrôle de procédé [7],
ou encore les communications. L�identi�cation de système est réalisée par l�ajustement de
paramètres pour un modèle donné jusqu�à ce que ses sorties, pour une entrée particulière,
coïncident autant que possible avec la sortie mesurée du système identi�é pour la même
entrée.
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L�identi�cation est aujourd�hui une composante fondamentale des sciences de l�ingé-
nieur, Situé au traitement du signal numérique, cette discipline scienti�que est liée au déve-
loppement des moyens et des techniques de télécommunications [8], traitement du l�infor-
mation [9], le codage et le décodage (compression) [10], la conversion analogique/numérique
(CAN). Le développement continu de ces techniques à aider les chercheurs à mieux com-
prendre l�identi�cation si les sorites (observations) et/ou les entrées sont quanti�ées [3].
Notre travail consiste à l�identi�cation d�un modèle ARMA (Autorégressive à Moyenne

Ajustée) [11] à sortie quanti�ée, en titre d�exemple, soit un signal d�entée u(t) est modélisé
par un signal déterministe ou un processus aléatoire qui excité le modèle ARMA, la sortie
est bruité par un bruit qui est une séquence indépendantes et identiquement distribuées
(IID) de distribution normale N(0; �2). La sortie bruyante y(t) est quanti�ée avec un
quanti�cateur scalaire de Lloyd-Max ([Lloyd, 1957] [Max, 1960]) Qt de K niveau variant
dans le temps t.
Notre objectif est d�estimer les paramètres du modèle ARMA? Nous le faisons en

utilisant le critère du maximum de vraisemblance.

2. Principe de l�identi�cation

L�identi�cation consiste à déterminer les paramètres d�un modèle mathématique, dont
la structure est établie selon un critère donné , les paramètres des modèles sont obtenus
par la minimisation de l�erreur de prédiction entre le signal de sortie mesuré et le signal
estimé suivant un critère d�optimalité par exemple : (moindres carrés , erreur quadratique
moyenne, maximum de vraisemblance), nous nous intéressons plus particulièrement à
la méthode qui est basée sur le blanchissement de l�erreur de prédiction. Formellement
l�opération d�identi�cation des paramètres du modèle peut se résumer par la �gure ci-
dessous

Fig. 1. Schéma d�identi�cation paramétrique.

3. Identi�cation du modèle ARMA

Considérons le modèle ARMA suivante :

x(t) =
B(z)

A(z)
u(t)

y(t) = x(t) + w(t)
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Z(t) = Qt [y(t)]

Avec :
u(t) est le signal d�entrée modélisé par un signal déterministe ou un processus aléatoire,

A(z) et la partie autorégressive (AR) :

A(z) =
nX
i=1

aiz
�i; (a0 = 1);

B(z) et la partie moyenne ajusté (MA) :

B(z) =
mX
i=0

biz
�i

w(t) est une séquence indépendantes et identiquement distribuées (IID) de distribution
normale N(0; �2). La sortie bruyante y(t) est quanti�ée avec un quanti�cateur scalaire Qt
de K niveau variant dans le temps t

Qt : R! fvt;1; :::; vt;kg ; t 2 Z

Dé�ni par des pas de quanti�cation :

[bt;k�1; bt;k] = Q
�1 [vt;k] ; k = 1; :::; k:

Avec bt;0 = �1 et bt;k = +1 pour t 2 Z.
Notre objectif est d�estimer �� ? , avec la connaissance de l�UN et ZN . Nous le faisons

en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance.

4. La méthode du maximum de vraisemblance

En utilisant le critère du maximum de vraisemblance [14] [15], la valeur estimé à temps
N est obtenue par

�̂N 2 argmax
�
p�(ZN jUN) = argmax

�
l(�jUN ; ZN); (1)

Avec p� désigne la distribution de probabilité donnée, et

l(�jUN ; ZN) = log p�(ZN jUN); (2)

Est la fonction de log-likelihood de � qui nous donne UN et ZN .
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Pour résoudre Eq.(1), on utilise un algorithme récursif basé sur la méthode Expecta-
tion Maximisation (EM) [16]. L�avantage de cette méthode est que l�on peut dériver un
algorithme qui ne nécessite pas une initialisation. Cependant, la méthode EM est connu
d�essuyer d�un faible taux de convergence. A cette, l�estimation obtenue après quelques ité-
rations EM peut être utilisé pour initialiser une méthode de quasi-Newton pour recherche
de gradient. Ainsi, on utilise un algorithme récursif basé sur la méthode quasi-Newton. Le
but de l�utilisation de la méthode EM est de fournir une bonne estimation initiale pour
la méthode quasi- Newton.

4.1. La méthode d�Expectation Maximisation(EM) récursive
Avant de dériver la méthode requise, nous donnons une brève explication intuitive de

la méthode EM. Pour une présentation détaillée, voir [15]. Un inconvénient d�Eq. (1),
est que log p�(ZN) est di¢ cile à maximiser par rapport à en raison de l�induction d�un
quanti�cateur non linéaire.
Supposons que la sortie YN = fy(t) : t = 1; :::; Ng avant le quanti�cateur était connue.

Notez que ce serait beaucoup plus facile de maximiser log p�(YN). Tell que YN est indispo-
nible, nous remplaçons log p�(ZN) par la moyenne de log p�(ZN ; YN) = log p�(ZN jYN) +
log p�(YN)sur toutes les valeurs possibles de YN . Pour ce faire, nous utilisons la moyenne
conditionnelle de distribution p�̂(YN jZN) d�YN compte tenu des observations ZN , et des
estimations précédente �̂ de �. Cela conduit à la méthode EM, ce qui résout le problème
d�Eq. (1), en utilisant la procédure itérative suivante :

�̂
(i)

N 2 argmax
�
QN(�; �

(i�1)
N ); (3)

QN(�; �̂) =

Z
log p�(ZN ; YN)p�̂(YN jZN)dYN : (4)

Les itérations (3) et (4) permettent de calculer �̂N , pour un nombre �xe de N . Pour
obtenir un algorithme récursif, nous pouvons calculer une itération pour chaque nouvel
échantillon disponible. Ce faisant, nous obtenons l�algorithme itératif suivant :

�̂N 2 argmax
�
QN(�; �̂N�1) (5)

Lemme1
La fonction QN(:; :) dans (4) est donnée par :

QN(�; �̂) = �
N

2
log(2��2)� 1

2�2

NX
t=1

(�y(t; �̂)� x(t; �))2 � 1

2�2

NX
t=1

(y2(t; �̂)� �y2(t; �̂)); (6)

Ou

y2(t; �) = "�
�
y2(t)

�� z(t)	 (7)
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Et

�y(t; �) = "� fy(t)j z(t)g (8)

Si a et b sont des variables aléatoires, et f(:) est une fonction, expectation conditionnel
"� fy(t)j z(t)gde f(a) qui nous donne b est dé�nie par :

"� ff(a)j bg =
Z
f(a)p� faj bg da:

Remarque : Notez que (6) peut être calculé en

�y(t; �) =
R

Q�1t [z(t)]

y(t)p� (y(t))dy(t)

= 1
2

h
erf

�
b(t)�x(t;�)p

2�2

�
� erf

�
a(t)�x(t;�)p

2�2

�i
Où
erf(x) = 2p

�

R x
0
e�t

2
dt désigne la fonction d�erreur,

Et
[a(t); b(t)] = Q�1t [z(t)] désigne le pas de quanti�cation correspondant à l�instant (t).
En combinant (5) avec le lemme 1, on obtient que :

�̂ 2 argmin
�

NX
t=1

(�y(t; �̂N�1)� x(t; �))
2
: (9)

�̂ 2 argmin
�

NX
t=1

(A(z; �)
�y(t; �̂N�1)

A(z; �̂N�1)
�B(z; �) u(t)

A(z; �̂N�1)
)

2

:

Apres, on calcule �̂N comme suivant :

�̂N = �̂N�1 + LN(~y(N; �̂N�1)� ~'T (N; �̂N�1)�̂N�1) (10)

Avec

~y(t; �) =
�y(t; �)

A(z; �)
; (11)

~'(t; �) =
1

A(z; �)
[u(t); :::; u(t� n);��y(t� 1; �); :::;��y(t�m; �)]T ; (12)

LN =
PN�1~'(N; �̂N�1)

1 + ~'T (N; �̂N�1)PN�1~'(N; �̂N�1)
(13)

PN = PN�1 �
PN�1~'(N; �̂N�1)~'

T (N; �̂N�1)PN�1

1 + ~'T (N; �̂N�1)PN�1~'(N; �̂N�1)
(14)
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4.2. La méthode de quasi-Newton récursive
Pour un nombre �xe de N , le problème Eq. (1), peut être résolu en utilisant un algo-

rithme de recherche de gradient. A cet e¤et, nous utilisons la méthode de quasi-Newton.
Comme ci-dessus, pour obtenir un algorithme récursif, nous calculons une itération quasi-
Newton pour chaque nouvel échantillon disponible. Cela donne les itérations suivantes :

�̂N+1 = �̂N � �NTNgN (15)

où le scalaire �N désigne le pas de taille à l�itération N , la matrice TN dénote une
approximation de l�inverse de la Hessian de l (�jZN)à �̂N , et le vecteur gN désigne le
gradient de l (�jZN) à �̂N , c�est à dire ,

gN =
@

@�
l (�jZN)j�̂N (16)

Nous avons choisi de calculer TN en utilisant la formule de Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS) [13], qui est initialisé par TN0 = I (N0 désigne le premier échantillon après
les itérations EM passer à itérations quasi-Newton) et se déroule comme suit :

TN+1 = TN +

�
1 +

qTNTNqN
sTNqN

�
sNs

T
N

sTNqN
� sNq

T
NTN + TNqNs

T
N

sTNqN
(17)

Avec sN = �N+1 � �N et qN = gN+1 � gN .
De plus, le paramètre �N est obtenu à partir d�un algorithme de recherche récursive.

Nous utilisons l�algorithme de retour arrière est décrit dans [17], qui est formée par les sous
itérations des itérations principales Eq. 13, Soit � = 0:01 et � = 0:5. Au sous- itération, le
pas �N est mis à jour en utilisant �N;i = ��N;i�1, à partir de la valeur initiale de �N;i = 1.
Les sous-itérations sont arrêtées lorsque

l
�
�̂N � �N;iTNgN

���ZN� < l � �̂N ���ZN�+ ��N;igTNsN (18)

Pour implémenter les itérations Eq.(13), nous devons fournir des expressions pour
l(�jZN) et son gradient ;

l (�jZN) =
XN

t=1
log p�(z(t)) (19)

Lemme 2
Le gradient de la fonction de log-likelihood l(�jZN) est donnée par :

@

@�
l (�jZN) =

1

�2

NX
t=1

(�y(t; �)� x(t; �)) _x(t; �)
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Où

_x(t; �)=̂
@

@�
x(t; �) = '(z; �)u(t) (20)

'(z; �) =

�

Tn (z)

A(z; �)
;
z�1B(z; �)
Tm�1(z)

A2(z; �)

�T
(21)

et 
n(z) = [1; z�1; :::; z�n]
T .

5. Mise en �uvre de l�algorithme d�identi�cation

L�algorithme d�identi�cation décrit ci-dessus peut être résumé dans ce paragraphe.
Choisissez une �0 estimation initiale de sorte que B(z; �̂0) = A(z; �̂0) = 1, et choisir
un nombre N0 pour que algorithme d�estimation récursive passe de la méthode fondée sur
EM à la méthode fondée sur quasi-Newton. Puis :
Si N < N0 :
� Utilisation de Eq.(6), pour calculer �y(N; �̂N�1) ;
� Utilisation de Eq.(9), et Eq.(10), pour calculer ~y(N; �̂N�1) et ~�(N; �̂N�1) ;
� Utilisation de Eq.(8), Eq.(11), et Eq.(12), pour calculer �̂N
Si non, si N > N0, dé�nissons la valeur initiale des itérations Eq.(15), comme TN0 = I.

Puis :
� Usage Eq.(14), et le lemme 2 pour calculer le de gradient gN ;
� Usage Eq.(16), et Eq.(17), pour calculer �N ;
� Usage Eq.(13), calculer �̂N ;
� Usage Eq.(15), calculer TN .

6. Exemples de simulation

Considérons le système physique stable ayant la fonction de transfert suivante :

H(z) =
B(z)

A(z)
=

1 + 0:62z�1

1 + 0:73z�1 � 0:24z�2

Avec : b0 = 0; b1 = 1; b2 = 0:62; a0 = 1; a1 = 0:73; a2 = �0:24:
L�implémentation de l�algorithme de maximum de vraisemblance sur PC est donnée les

résultats suivantes :
Tableau 1. In�uence du nombre d�échantillons N, (�2 = 0:25).

Nombre â1 â2 b̂1 b̂2 Moyenne Moyenne
d�échantillons du Biais de l�EQM

256 0.6988 -0.2556 0.9745 0.5879 0.0849 0.0278
512 0.7104 -0.2450 0.9854 0.6157 0.0476 0.0140
1024 0.7238 -0.2449 1.0023 0.6143 0.0276 0.0070
2048 0.7272 -0.2393 1.0007 0.6195 0.0149 0.0035
4096 0.7284 -0.2410 1.0007 0.6167 0.0089 0.0018
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Tableau 2. In�uence de la variance �2, (N=1024).

Variance â1 â2 b̂1 b̂2 Moyenne Moyenne
(�2) du Biais de l�EQM
1 0.7094 -0.2667 1.0116 0.6039 0.0501 0.0117
0.25 0.7238 -0.2449 1.0023 0.6143 0.0276 0.0070
0.04 0.7265 -0.2416 0.9995 0.6161 0.0196 0.0060
0.01 0.7274 -0.2414 0.9992 0.6169 0.0181 0.0056

Fig. 2. Evolution des paramètres (N = 2048) ; (�2 = 0:25)

Fig. 3. L�illustration (a) représente l�erreur de prédiction et (b) sa fonction d�autocorré-
lation.

7. Conclusion

D�après les résultats de simulation, la méthode de maximum de vraisemblance qui a été
présentée en détaille pour les observations quanti�ées, donne des estimations non biaisée,
si la valeur moyenne du bruit est nulle, si non est d�estimation biaisée. Les valeurs estimés
son plus proches aux valeurs réelles tant que le nombre d�échantillons plus grands. D�autre
part l�erreur de prédiction est asymptotiquement blanche.
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